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Abstract: A mathematical model was developed for the work to calculate the parameters and characteristics of the flow of failures in 
individual and joint repair of the components of the machines and has been shown that random distribution of production between failures of 
item i, joint repair effects do not affect the parameter stream of refusals of elements j, if its production between failures is exponential law. 
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Същността на математическия модел се състои в следното: при 
отказа (x) единият елемент на възела или агрегата i се заменя с 
нов или възстановен,  а другият  j се заменя не само когато 
откаже (⊗) т.е. индивидуално, но и винаги съвместно с 
елемента i фиг1, [4]. 

 Нека η е случайната отработка между отказите на 
елемента i, а τ - елемента j при индивидуални ремонти поради 
отказ на самия елемент или при съвместни ремонтни 
въздействия заедно с елемента j

. 
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Фиг.1. Схема за възникване на ситуация за съвместен и индивидуален ремонт на елемента j: x - отказ на елемента i; Ο - 
съвместен ремонт на елемента j при отказ на елемента i; ⊗ - индивидуален ремонт на елемента j при отказ. 
 
 
Функциите и плътността на разпределение на отработките 
между отказите ще означим съответно F(t) и f(t), а 
характеристиките и плътностите на потоците на отказите - H(t) 
и h(t)=[H(t)]. 
 При съвместните ремонтни въздействия 
характеристиката на потока на отказите на елемента i не се 
изменя, но на елемента j се модифицира, тъй като той се заменя 
не само когато откаже, но и когато откаже елемента j. От тук, 
ако знаем модифицираната характеристика на потока на 

отказите H tj
∗ ( ) , може да определим общата характеристика 

на потока на отказите на агрегата или възела H tΣ ( )  

H t H t H tj iΣ ( ) ( ) ( )= +∗ , 

където Hi(t) е характеристиката на потока на отказите 
на елемента i. 
 Приемаме, че отказите на елементите i и j са 

независими и характеристиката на потока на отказите H tj
∗ ( )  

отчита средният брой на отказите на елемента j, т.е. на 
индивидуалните му ремонти, а средният брой на замените на 
елемента j в агрегата или възела се дава с H tΣ ( ) . 
 В [5] е изведена аналитична зависимост за определяне 

на H tj
∗ ( ) , но е практически неприложима. Подобна задача, 

но с друга насоченост е решена с метода на имитационното 
моделиране [1;3]. Ако е известна плътността на разпределение 
на отработката между отказите f(t), то параметърът на потока 
на отказите h(t) се определя по следното уравнение [2]: 

h t f t h t x f x dx
t

( ) ( ) ( ) ( )= + −∫
0

 , 

а решението му се извършва с методите на операционното 
изчисление, т.е. 

h s f s f x f sk

k∞ =

∞

= − =∑( ) ( ) / [ ( )] ( )1
1

, 

където g s sx g x dx( ) exp( ) ( )= −
∞

∫
0

 е 

преобразованието на Лаплас за функцията g(t). 
Параметъра на потока на отказите в стационарен 

режим t →∞  може да се получи непосредствено по 
изображението на h(s), използувайки апарата на операционното 
изчисление 
(1) h h t sh s

t s
( ) lim ( ) lim ( )∞ = =

→∞ →∞
. 

 За да изведем уравнението за H tj
∗ ( )  приемаме, че 

η=x, т.е. отработката до първия отказ на елемента i е равна на 
ηi. 

 Тогава, при x>t, H tj
∗ ( ) = H tj ( )  и тъй като след 

отказа на елемента i се заменят двата елемента i и j, то 
процесът все едно започва от начало и при x t≤ , 

H t H x H t xj j j
∗ ∗= + −( ) ( ) ( ) . 
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 От тук, отчитайки че вероятността η=x, т.е. 
вероятността да попадат стойности на η в интервала (x,x+dx) 
ще бъде f x dxi ( )  и ако интегрираме по съответните области 
на х от t до ∞  и от 0 до t, ще получим уравнение за 
характеристиката на елемента j 
(2)          

[ ] [ ]H t H t F t H t x H x f x dxj j i j j j

t
∗ ∗= − + − +∫( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

. 

 Диференцираме по t уравнението (1) и получаваме 
уравнение за потока на отказите на елемента j във вида: 
(3)            

[ ]h t h t F t h t x f x dxj j i j j

t
∗ ∗= − + −∫( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

 

тъй като от (2) следва, че H j
∗ ( )0 = H j ( )0 , а H j ( )0 =0 по 

смисъла на постановката на процеса на възникване на 
съвместните и индивидуални ремонтни въздействия на 
елементите i и j. 
 Ще разгледаме решението на уравнението (2) в два 
частни случая. 
 
 А. РАЗПРЕДЕЛЕНИЕТО НА ОТРАБОТКАТА 
МЕЖДУ ОТКАЗИТЕ НА ЕЛЕМЕНТА j Е ПО 
ЕКСПОНЕНЦИАЛЕН ЗАКОН, А НА ЕЛЕМЕНТА i Е 
ПРОИЗВОЛНО ПО ВИД РАЗПРЕДЕЛЕНИЕ 
 Разпределението на отработката между отказите на 
елемента j е експоненциално с плътност fj(x)=kexp(-kt). Тогава, 
ако заместим в (3) съответната плътност на параметъра на 
потока на отказите hj(t)=k и преминем към изображението на 
Лаплас, то получаваме уравнението 

[ ]h s k s f s s h s f sj j j j( ) / ( ) / ( ) ( )= − + ∗1 . 

От тук h s k sj
∗ =( ) / , a h t h t kj j

∗ = =( ) ( ) . 

 Следователно, при произволно разпределение на 
отработката между отказите на елемента i, съвместните 
ремонтни въздействия не оказват влияние върху параметъра на 
потока на отказите на елемента j. 
  
 Б. РАЗПРЕДЕЛЕНИЕТО НА ОТРАБОТКАТА 
МЕЖДУ ОТКАЗИТЕ НА ЕЛЕМЕНТА i Е ПО 
ЕКСПОНЕНЦИАЛЕН ЗАКОН, А НА ЕЛЕМЕНТА j Е 
ПРОИЗВОЛНО ПО ВИД РАЗПРЕДЕЛЕНИЕ. 
 Нека разпределението на отработката между отказите 
на елемента i е експоненциално с плътност 
f x ti ( ) exp( )= −  . 

Тогава  

(4)              h s s s h sj j
∗ −= + +( ) ( ) ( ) 1 . 

 От тук с помощта на уравнението (1) непосредствено 
получаваме плътността на потока на отказите на елемента j при 

стационарен режим ( t →∞ ) h hj j
∗ ∞ =( ) ( )  . 

 От уравнението (4) с помощта на известни теореми в 
операционното изчисление, може да решим уравнението (3) в 
областта на оригинала на функцията във вида: 
(5)       

h t h x dh x t h t x h x dxj j j j j

tt
∗ = + − = − + −∫∫( ) ( ) exp( ) ( ) exp( ) ( ) exp( ) ( )0

00

    . 

 Ако приемем, че → 0 , то h t h tj j
∗ →( ) ( ) . От 

друга страна, ако производната на hj(t) не нараства по-бързо, 
отколкото на експоненциалното разпределение, то при 

→ 0 , h tj
∗ →( ) 0 , т.е. при стационарен режим, 

теоретически, може да не се наблюдават откази на елемента j. 

 От уравнението (5) може да получим следното 

диференциално уравнение: [ ] [ ]h t t h tj j
∗ = −( ) exp( ) ( )

' '
 , 

от където следва, че параметърът на потока на отказите hj(t), 
достигайки стационарен режим, намалява в сравнение с 

h tj
∗ ( ) . 

 По- нататък, ако приемем, че отработката между 
отказите на елемента i е по гама-разпределение с плътност на 
разпределение 

[ ]f t t a c t ai
c c( ) ( ) exp( / )= −− −1 1

Γ , 

където Γ( ) exp( )r y y dyr= − −
∞

∫ 1

0

 е гама-функцията на 

аргумента r. 
 Тогава изображенията на плътността на гама-
разпределението и параметъра на потока на отказите на 
елемента j са  

(6) f s saj
c( ) ( )= + −1 ; [ ]h s saj

c( ) ( )= + −
−

1 1
1

, 

(7)        a [ ]{ }h s s s s aj
c∗ −

−
= + + + −( ) ( ) ( ) 1 1

1 1 . 

 Или, използувайки (1), ще получим 

h acj ( ) ( )∞ = −1 ; h aj
c∗ ∞ = + −( ) / [( ) ]  1 1 , 

а при изменение на (s) в границите на интервала ( , )0 −∞  ще 
получим  

lim ( ) ( )
→

∗ ∞ = ∞
0

h hj j ; lim ( )
→∞

∗ ∞ =h j 0. 

 По-нататък, ако отчетем, че h my( ) /∞ = 1 , където 

my е математическото очакване на величината y, ще получим 

m acj = ; ( )[ ]m aj
c∗ = + − 1 1 / . 

 При с=2, преминавайки от изображенията на 
уравненията (6) и (7) към оригиналите, получаваме 
уравненията за параметрите на потока на отказите h tj ( )  и 

h tj
∗ ( )  в следния вид: 

h t t a aj ( ) [ exp( / )] / ( )= − −1 2 2 ; 

h t t a t a aj
∗ = − − − +( ) [ exp( / )] / ( )1 2 2  . 

 Тези уравнения показват, че h tj
∗ ( )  расте по-бързо и 

клони към стационарната стойност и е по-малка, отколкото 
стойността на h tj ( ) . 

 Параметърът на потока на отказите може да бъде 
представен във вид на безкраен ред и за гама-разпределението 
ще бъде в следния вид: 

[ ]h t t a t a cmj
cm

m

cm( ) exp( / ) ( )= − −

=

∞

∑ 1

1
Γ . 

 Ако използуваме (5) и интегрираме, ще получим, че 
параметърът на потока на отказите се изчислява с безкрайният 
ред 

h t t h t cm t a a cmj j
cm

m

∗

=

∞

= − + + +∑( ) exp( ) ( ) [ , ( )] [( ) ( )]   Γ Γ1 1
1

, 

където Γ( , ) exp( )r x y y dyr
x

= − −∫ 1

0

 е непълната гама-

функция на аргументите r и x. 
 В общия случай уравнението (3) може да се реши с 
числени методи, чрез рекурентно изчисляването на 
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стойностите на h(t) за аргумент, който се изменя с постоянна 
стъпка d: 
(8)                   

h A h
A h f d

f d

h
A h f h f d

f d
kk

k k k i i
i

k

1 1 2
2 1 2

1

1 1
2

1

1

2
1 2
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1 2
3 4

= =
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−

=
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∑
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, , ,...

 

  

 

 
където 

h h t A h t F t f f ti j i i j i j i i j i= = − =* ( ), ( )[ ( )], ( ).  1   

 
За решаване на уравнение (8) е разработена 

компютърна програма на език С. Функциите F(t) и f(t) са 
реализирани като отделни функции на езика С, т.е. лесно могат 
да се променят и да се изследва влиянието на различни 
разпределения върху параметъра h(t). Параметрите на 
разпределение и стъпката d могат да се въвеждат от 
клавиатура. Програмата изчертава графичния вид на 
полученото решение. 
 В резултат на разработения математически модел и 
проведеното изследване е установено влиянието на равнището 

на надеждността на елементите на машините върху параметъра 
h(t) и характеристиката H(t) на потока на отказите, което е 
изразено чрез параметрите на отработката до отказ (а,в) на 
закона на Вейбул. 
 На фиг.2 е показана взаимовръзката между 
параметрите на отработката до отказ (а,в) на съвместно и 
индивидуално заменяните елементи. Установено е, че при 
изменение на параметъра на отработката до отказ в на 
индивидуално заменяния елемент характерът на параметъра на 
потока на отказите h t

τ ∗
( )  се изменя, но параметъра на потока 

на отказите на съвместно заменяния елемент остава постоянен  
h tτ ( ) . С увеличаване на параметъра в1 параметърът на потока 

на отказите h t
τ ∗

( )  намалява по стойност, но и нараства 

времето, след която h t constτ ( ) = , т.е. увеличава се периода 
на настационарен режим. 
 На фиг.3 е показано изменението на характеристиката 
на потока на отказите на индивидуално H t

τ ∗
( )  и съвместно 

заменяните H tτ ( )  елементи в зависимост от параметъра на 
формата в1 на разпределение на отработката до отказ.  
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Фиг.2. Параметър на потока на съвместните замени h t

τ ∗
( )  и индивидуалните замени h tτ ( )  при параметри на отработката 

до отказ на съвместно заменяния елемент в=2; а=100h и параметъра на отработката до отказ на индивидуално заменения 
елемент:  

а) в1=1.0; б) в1=2.2; в) в1=3.0 и а1=100h. 
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Фиг..3 Изменение на характеристиката на потока на 

отказите H(t) на съвместно заменяния H t
τ

∗( )  и 

индивидуално заменяния елемент H tτ ( )  при различни 
параметри на закона на раз-пределение в1 на отработка до 
отказ 
 
 Изводи: 

1.  Разработен е математически модел за 
изчисляване на параметъра и характеристиката на потока на 
отказите при индивидуален и съвместен ремонт на 
елементите на машините. 

2.  Доказано е, че при произволно разпределение на 
отработката между отказите на елемента i, съвместните 
ремонтни въздействия не оказват влияние върху параметъра 
на потока на отказите на елемента j, ако неговата отработка 
между отказите е по експоненциален закон. 
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